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OF
”" LIFORNIA A

Einleitung.

* Bei der Spiegelung: und Brechung einer Gruppe von Strahlen,
weldie wahrend ihves gaupzen Uerlaufes um ein ungndlid) Ge-
ringes- von der Ridstung eines bestimmten, . als festliegend ge-
~dachten, zentralen Strables abweichen, in einer spharischen Fladhe,
haben wir von vornherein zu unterscheiden, ob wir es in diesem
Falle mit senkrechter oder schiefer Incidenz zu tun haben.

~ Die senkredyte Incidenz bildete den @egenstand  der ,,diop-
“trischen Untersudyungen von Gauss (Gottingen 1841). Gauss
< legte bierbei tolgende Beschrankungen zu Grunde:
1) Die Rriimmungsmittelpunkte der spha'risth Zentrierten
" Flachen liegen aut ciner Geraden, der optischen HAxe, d. h. der
Ueibindungslinie des leuchtenden Punktes mit dem Kriimmungs-
“mittelpunkt der ‘spiegelnden Fliche.

2) HAlle leuchtenden Strablen sind sehr dunn und ver-
‘laufen in unmittelbarer Nihe der optishen Fixe, sodass die €in-
' falls- und Brechungswinkel verschwindend klein werden.

3) Die einfallenden Strablen sind homozentrisch, gehen also
von cinem leuchtenden Punkte aus. .

Schwieriger gestalten sich die Betradhtungen ftiir die schiete
Incidenz, d. h. fiir das Einfallen homozentrischer Strahienbiindel
in messbarer Entfernung von der optischen HAxe. Die alige-
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meinen  @rundlagen fiie die bierbei auttretenden Erscheinungen
findet man in den grisseren Lebrbiichern der Physik.’?

, Der erste, welcher sidh eitolgreich( mit  diesen Katoptischen
Hnamorphosen beschattigt hat, scheint der chursasische Bot-
mechanikus Leupold gewesen zu sein, welcher seine Betrach-
_ tungen, die allerdings nur das- Ergebnis gelungener Uersuche sein
diirften, in ciner 1713 erschienenen- Abhandlung ,, Anamorphosa
mechanica nova™ verdffentlicht bat. - :

Das Uerdienst, die Erscheinungen bei schiefer Incidenz -in
gekriimmten Flachen zuerst beobachtet und -mathematisch be-
griindet zu haben, gebiihrt dem Mathematiker Jaques Sturm.®

Sturm wies nach, dass die von einem leuchtenden Punkte
ausgehenden homozentrischen Strablen nach der Spiegelung in
ciner spharischen Flache bei schieter Incidenz nicht mehr homo-
zZentrisch bleiben, sondern dass spharische Aberrationen auftreten.

Das gesamte aut die spharische Fliche fallende Strablen-
biischel ldsst sich in zwei Scharen ebener Biischel zerlegen.
Beide FArten der ebenen Biischel schneiden sich in je_ einer Brenn-
linie; dody liegen die Bremnlinien der Biischel erster Hrt in der
€bene der Biischel zweiter Hrt und umgekebrt.

Samtliche gebrodenen Strablen gehen nun  durch diese
beiden sich Kreuzenden, unmendlih kieinen Brennlinien und er-
leiden insofern eine Modifikation, als sie in der Ndhe des Bildes.
cinen tetraedrischen Raum austiillen.

Diese Art von Strahlenvereinigung bezeichnet man mit dem
Namen , Astigmatismus™ und nennt ein solches Strablenbiindel

') Miiller-Pouilett: Lehrbuch der Physik. Neunte Auflage. Braun-
sthweig 18907. ‘

%) Beath: H treafise on geometrical Optiks. Gambridge 1887.
Deutsche Husgabe von Kanthaek. Berlin 1894.

3) Sturm: Mémoire sur I'optique. Poggend. Ann. 1845, p. 116. 374.
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cin astigmatisches. Den @egensatz bierzu Dbildet der Stigmatis-
mus oder HAplanatismus, der die Eigenschalt der Lichtstrabien
bezeichnet, nach der Spiegelung oder Brechung sich wieder in
cinem Punkte zu vereinigen.

Zur Berechnung der Entfernungen und Lagen der beiden
Brennlinien hatte Sturm in seiner oben erwahnten Schrift zuerst
@Gleichungen aufgestellt, in welchen er die Objekt- und Bild-
distanzen auf rechtwinklige RKoordinaten bezog.

" €ine  wesentlihe Uereinfachung und  Erweiterung  dieser
Cheorien brachte eine im Jahre 1867 erscheinende Schrift von
Rensch* durch die Einfiihrung der Abscissen konjugierter Punkte
~ auf den Cichtstrahlen selbst und durch Einfiihrung des Incidenz-
punktes als Anfangspunkt der Roordinaten.

~ Weiter sind dann von £arl Neumann® und Ludwig
Matthiessen®”® cingehende Untersuchungen angestellt iiber
die Lage der Brennlinien eines unendlich diinnen Strablenbiindels
zu ‘cinander und zum Fxenstrahl. Sturm wies nach, dass die
von einem Punkte ausgehenden Strablen Brennlinien erzeugten,
welche senkrecht zum Hauptstrahl stehen und in zu einander
senkrechten Ebenen liegen, den sogenannten Fokalebenen. Dieser

%) Reusch: Reflektion und Brecyung des Lidhtes in spharisden Fladyen.
Poggend. Ann. 1867 p. 497:

%) NDeumann: Bredung sehr. diinner Strablenbiindel. Beridyt der
sadys. Gesellsdh. d. Wissensdy. Math. phys. Klasse 1880. p. 53.

%) Matthiesen: Untersudungen iiber die Lage der Brennlinien eines
unendlich diinnen Strablenbiindels. Hkta math. Mittag-Leffler IV. (1884).
SaIomilds Zeltschritt fiir Math. u. physik. 33 p. 167 (1888).

7) Matthiessen: {iber den Astigmatismus von Strablenbiindeln bel
schiefer Incidenz. Eversbusch. Berlin. Zeltschrift fiir vergl. Augenbell-
kunde VL. § 39 (1889).

) ®) Matthiessen: Uber die Bedingungsgleichuugen der aplanetisd.
Bredyung. . . . Leipzig. Annaler der Physik 1942. Band 2. p. 691.
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HAnsicht schloss sih Kummer an, wibrend Deumann und
Matthiessen auf Grund ibhrer Untersuchungen zu dem Schluss
kamen, dass die Brennlinien nicht senkrecht zum Bauptstrahl
stehen, sondern im allgemeinen schiefe Winkel mit diesem bilden.

In den meisten der erwahnten HArbeiten wurde als spiegeinde
resp. brechende sphdristhe Flache die einfachste, ndmlich de
Rugelfliche angenommen. €rgdnzend mdge hierzu nody das ge-
meinsame Werk von €ngel und Schellback ,Darstellende
Optik* ® angefiihrt werden, deren Anamorphosen jedoch unter
der Uoraussetzung entstanden, dass ein leuchtender Punkt in
ciner spiegelnden sphdrischen Flache stets nur cin Spiegelbild hat.
€ine HAnnahme, welthe alle nicht paraxiale Strablen, d. h. alle
Strablen parallel und in unendliher Ndhe der Hxe, von der
Betrachtung ausschliesst.

Im @egensatz zu allen diesen speziellen Féllen beziehen
sih die von Rarl Neumann aufgesteliten Formeln auf die
Brechung in beliebig gekriimmten Fidchen. <

%) Engel u. Schellbedh: Darstellende Optik. Halle 1856. B. W, Schimidt.
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Die ﬁeunyannﬁﬁm Formeln iiber Bie
Brediung und Bpiegelung in Beliebig ge-
Rritmmien Flddjen.

Die vorliegende Hrbeit soll sich mit der Cheorie der Spiege-
lung im dreiaxigen Ellipsoid beschttigten. Indem wir von der
aligemeinen Form der €. Neuman nsdyen Gleichungen ausgehen,
wollen wir die @Gleichungen derartig vercinfachen, wie es bei der
vorliegenden JTufgabe notig ist, um sie rechnerisch verwenden zu
Konnen, ’ ' »

Unbeschadet, ob wir Stigmatismus oder HAstigmatismus vor
uns haben, geht die Spiegelung resp. Brechung in der Einfalls-
ebene vor sich, d. h. in der Ebene, welhe durch den Hxenstrahl
des unendlih diinnen Strablenbiindels und das Einfallslot be-
stimmt ist.

" Im Einfallspunkt des Cichtstrabls auf die spharishe Flache
denken wir uns an diese eiﬁe Cangentialebene gelegt und paraliel
zu derselben in unendlicher Ndbe eine zweite €Ebeme. Damnn
schneidet diese Parallelebene von der spiegelnden spharischen
Fladye cine Kleine Kuppe ab. Die Spitze dieser Ruppe ist der




12

Incidenzpunkt, die Basis c¢in unendlich Kleiner sogenannter
Dupinscher Kegelschnitt.

BGanz allgemein bezeichnet man irgend eine durdh die
Normale ciner krummen Flache gehende Ebene mit Normalschnitt
und versteht unter dem Haupt- und Nebennormalschnitt die beiden
aufeinander senkrechten Ebenen, fiir welche der Rriimmungshald-
messer seinen grossten resp. Rleinsten (Wert erreicht.

Das nebenstehende krumme Flachenclement besitzt zwei
Bauptkriimmungsradien p, p2, weldhe sich im Incidenzpunkte
schneiden.  €rstens den Kriimmungsradius g1 des Hauptnormal-
schnittes, welcher durch den Rauptstrabl des Biindels und die
Normale im Incidenzpunkt gelegt ist, und zweitens den Kriim-
mungsradius ps, weldyer im Nebennormalschnitt liegt.  Ausserdem
wird im allgemeinen die spharische Kuppe durch die Einfalls-
¢hene und der dazu durch die Normale gelegten senkrechten Ebene
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in Normalbogen geschnitten, deren Kriimmungsradien o' und p”
zu den beiden BHauptkriimmungsradien g1 und pe in einer be-
stimmten Beziehung stehen, die durch das Hziment ¢ der €in-
fallsebene gegeniiber dem Hauptnormalschnitt gegeben ist.

Der von €uler aufgestellte Satz lautet: Tiir irgend einen
Normalschnitt, dessen Ebene mit der Ebene des zu p1 gehdrigem
Bauptnormalschnitt den Winkel € bildet, ist:

1. cosre sin® &
¢ T o T
Fir unseren Fall angewandt, bestimmt sich p* und p* als:

| €0s % sin % .

4 P1 P2
1o sine | cos e
¢ P1 p2

Rut diese Krilmmungsradien bauen sich die Deumann-
schen Formeln auf, welche in der Katoptrik und Dioptrik wegen
der M3glichkelt ihrer Anwendung bei jedem astigmatischen Broblem
eine grosse Bedeutung erworben haben.

Das cinfallende a priori astigmatische Strablenbiindel habe
die beiden Objektdistanzen X, und &, der beiden Brennlinien b,
und bz mit dem Hzimute ¥ der Tokalebene 2'b;. Das ge-
brochene astigmatische Strahlenbiindel habe die Bilddistanzen x,
und X, der beiden Brenmlinien a, und a,, mit dem Hzimute pa
der Fokalebene X a,. TFerner wurde der Einfallswinkel ez und
der Brechungswinkel ¢y genannt.

Die Bauptaufgabe, zu deren Ldsung die Neumannsden
Formeln herangezogen werden, besteht nun darin, bei gegebener
Ronstitution eines cinfallenden Strablenbiindels, die der gebrochenen
Strablen zu finden.
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Die Hutgabe 16st Karl Neumann durdy folgende
@Gleichungen :

T s 4 sin’* % sin e~
la Hl—cos’ez (co A ”) + ——— cos’
0

sin Cl

€0s” ¥y sin*t2y |
( X2 + Xi ):I a

I (i ¥ | cos’Hh ) sin ¢2
Ha B L ( v T & + sin ¢4

cos’d | sin? 9 )
WO < M =
( X1 + X _J

I cosessin2é (1 |
ma g|— 79——.—13—“‘—*»(— — —) +
I Xo N

sin2e

sinex. cosesin2l 1 1 _J:
sin ¢y sin 2 ¢
In diesen @Gleichungen ist:
_ P1 P2 sin ¢
T (p2 c0s® € py sin? €) sine—er)
P1_pz sin ¢
T (pz sin? e+ py cos? €)sinlez —er

B — pr Pz sine
(pr — g2 )sinle: —¢y)

Bei diesen Formeln ist vorausgesetzt: Der Einfallspunkt des
Strablenbiindels sei der Roordinatenanfang und die Hbscissen der
konjugierten Punkte liegen aut den Strablen. Zur Bestimmung

der Uorzeichen geht man von der {ibereinkuntt aus, dass man
die Hbscissen auf dem Strahl vor der spiegelnden Flache positiv,

hinter der spiegeinden Flache negativ einfiihrt. Dem Kriimmungs-
radius giebt man das positive Uorzeichen, wenn der einfallende
Strahl auf eine Konvexe Flache, das negative, wenn er auf eine
konkave Flache falit,
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Statt des allgemeinen Falles, fiir welchen obige Gleichungen
gelten, wo wir es von vornherein mit astigmatischem LCichte zu
tun haben, kdunen wir in unserem Falle homozentrische Strahlen
annehmen, sodass sich die beiden Brennlinien a; und a, in cinem
Brennpunkte- vereinigen -und die Objektdistanzen X, und &, iden-
tish werden. Bierdurch lassen sich die @leichungen folgender-
massen vereintachen:

lb Pl PZ Sin 4] .
(P2 cos” = ¢ sin® €) sin (2 — ¢ )
e "_cos2 e sine s e (

Xo sin &1
cos? ¥z | sin® _
( Xz + Xy )] !
”b - Px PZ Sin (4] ‘
(p2 sinre -+ py cos® €) sin (e2 — ¢;)
[ sme (sin’d: | cos'de
L % +sinn + X )]_'

X2

I”b Pl Pz Sill CK .
(pr — @z ) sin (e — ¢2)

X1

sin ¢z €0s ¢; sin® 2 ( 1
sin ¢; sin*e Xa

Bei unserer Hufgabe hatten wir uns die Beschrankung ge-
stellt, dass der leuchtende Punkt in der grossen Fxe liegt. Mit--
hin wird fiir die beiden Hauptmeridiane, welche die grosse Hxe
enthalten, das HAzimut ¢ gleich 0. €Es fallen also in den Fallen
€Einfallsebene und Hauptnormalschnitt zusammen.

Durch diese Uereinfachung verschwindet dann die dritte
Gleichung. Husserdem wird das Hzimut ¥, gleih 90° d. h.
die Brennlinle by steht senkrecht zur Einfallsebene.
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Unsere beiden umgetormten Gleichungen lauten dann:

lc —FA sine { cosei,_’_sine2

sinfes—e)l X sine,
1e (525 zi,"ﬁ) -
cos? ¢ ( Xs —+ . 1
e —Fe sines -, ppsine (
sin(ez —e,)xo sin (e2 —e1)
‘ sin? 8, | cos? &g\
( Xf; + Xx )

Hile von Karl Neumann aufgesteliten @Gleichungen be-
zogen sich aut die Uorgdnge bel der Brechung, mithin gelten
audh die von uns vereinfachten @leichungen fiir die Brechung. Fiir
die Spiegelung tritt insofern eine Modifikation ein, als in diesem
Falle n—=— 1 also siney = — sin e, wird.

Da nun ausserdem, wie oben begriindet, in unserem Falle
e=0 wird, so ergeben sich fiir die Spiegelung in den Fauptmeri-
dianen (a b) und (a ¢) folgende vercinfachte Gleichungen :

0, €08 ¢,

P €08 ¢, ‘a
1d » +

PR < My S5 SN B Y
- S ose .l x.z) b oder

Pl C0s eg pl C0s Ca —
2 X + 2N

P2 Po
2 €08 €5 Xo + s es X,

Wir 16sen diese beiden @leichungen nach den beiden in
ibnen vorkommenden Unbekannten auf und erhalten fiir den
Bauptnormalschnitt :

=1

Xo P1 €08 €
2 Xo— P21 COS €2

X1 =
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und fiir den Nebennormalschnitt:

Xo P2
2 €0S ¢2 Xo—pP2

Xg =

Wibrend sich die letzten vereinfachten TFormeln aus der
Beziehung ¢ — 0, weldhe ftiir die Hauptmeridiane ab und ac
des Ellipsoids zutrifft, ergaben, miissen wir der fiir die Spiegelung
notwendigen Umformung in Bezug auf den Bauptmeridian (bc)
die Neumannschen Formeln in der Form Ib, Ilib, lib zy
@runde legen. _

Diese Formeln gehen dann iiber in:

le —— AP €0s ¢2 + €0S €,
2c08’etprsin’e | 2% 2

’cgszie% 4 _u']= |

Xa X
R 1 H1 I I [

e — o —a— | — -

pa sin E—i—m cos’ € I_ 2X0005 ¢ | 2€0S e

sinz g cos%‘}z] |
.2 —— — l |
‘ X2 + X1 ] ,

o1 f2 sin2 & (1 1]

X2 X]

e i —za)sin2e

Jetzt wollen wir die Fnnabme machen, dass ¥ — 90°
wird, d. h. dass die Brennlinie senkrecht zur Einfallsebene steht.
Diese Hnnahme erhdlt durcy die vom Sturm und Rummer
gefiihrten Beweise ihre Berechtigung.

Nunmehr vereinfachen sicy die obigen Gleid)ungen in:

i lafoses |_ — 1=
2 (o sin*e o, ¢ cos e) o
N < W . RN
Iif 2 €03 ¢3 (pa sin’ e - D a cos s)[ +

Syrup.
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Wenn wir nun nody beriicksichtigen, dass die Spiegelung
an Konkaven Flachen vor sidy geht, so lauten die @leichungen,
nach denen sich die Bilddistanzen errechnen; .

— P1 Py Xo C0S €3 - L

X1 = 3 %o (o1 sin" € -+ p, c0s”e) =+ p1 ps €08 €,
— P1 Pa Xo

_ 2 Xo €0S € (0 sin" € - p1 €0s” €) + o1 py

€in spezieller Fall der Spiegelung im Meridian '(b¢) wiirde
die Lage des Teuchtenden Punktes im Mittelpunkt des ENipsoides
sein, denn in diesem Talle liegt der Einfallsstrabl, -mithin aud,
die Einfallsebene in der €bene des Nebennormalschnittes.

Ig

llg x =

Das HAzimut der Einfallsebene gegen die €bene des Haupt-

normalschnittes wird also gleich € = 90°.
- Dadurdh vercinfachen sich die @leichungen fiir X, und Xz in:

— Xo Ps €08 €3

Th % = T o cose, und
“_— x .

th x, — 1 Xo

2 X0 c0s e+ p1

Diese beiden Spezialgleichungen fiir den Meridian (b¢) haben
dieselbe Struktur wie die @leichungen, die wir fiir die BHaupt-
meridiane (ab) und (ac) abgeleitet haben, nur-dass in den neuen
@Gleichungen, wie voraus - zu sehen, p; und g2 gegeniibér den
frilheren @leihungen vertauscht sind.

Prizisievung unseves Problems.
€s soll nun unsere Hufgabe sein, mit Hiilfe der soeben
abgeleiteten Formen der Neumannschen Strahlenkoordinaten, in der
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fiir unseren Fall zuldssigen Uereinfachung, die Spiegelung im
drefaxigen €llipsoid ndher zu untersuchen.

Speziell haben wir die Annahme gemacht, dass der leudh-
tende Punkt in der gr6sscn Hxse des Ellipsoids gelegen ist.
Unter dieser Annabme wollen wir die Spiegelung in den drei
Bauptmeridianen betradyten.

Uon den unendlich vielen MGIglichkeiten der Lagen des
leuchtenden Punktes wollen wir folgende Falle annehmen. Zuerst
moge der leuchtende Punkt im Mittelpunkt des Ellipsoides,
zZweitens in einem beliebigen Punkte aut der grossen Hxe und
drittens im Scheitelpunkte liegen.

€s besteht nun die Hufgabe, die von jeder der 3 Lagen
des leuchtenden Punktes ausgehenden Strablen nadh ihrer Spiegelung
in den verschiedenen Punkten der Hauptmeridiane zu verfolgen
und die Lage der wegen des HAstigmatismus auftretenden Brenn-
linien rechnerisch wie graphisch festzulegen.  Hls @rundlage fiir
die beiden Hauptmeridiane (ab) und (ac), die die grosse Hxe
enthalten,. dienen die @Gleichungen :

Xo Py COSE

X1 == )Xo —p1cos ¢
. Xo Po

X2 = "5 ¢os ¢ Xo—p1

Wie friiher gesagt, gibt man dem Kriimmungsradius das
negative Uorzeichen, wenn der einfallende Strahl auf ¢ine konkave ,
Fliche trit.

Unsere endgiiltigen, fiir die spitere Berecbnung der Spiege-
lung in den BHauptmeridianen (ab) und (ac¢) massgebenden

“Formeln lauten also:
— XoPrCOSC

X1 == 2 X + py 05 €

2%
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__ —XofPs -
X2 7= 505 ¢ Xo -+ p2

Die Formeln fiir den dritten Hauptmeridian (bc)

— Xo P2 €OS ¢
8 = ax+pzcose

—XofP1
X2 =

2008¢% +p1

Nunmehr haben wir fiir alle unsere zu betrachtenden Incidenz-
punkte der BHaugtmeridiane in jeder der drei aufgefiihrten Lagen
des Lichtpunktes die Langen und Lagen der ¢infallenden Sttahlen,
“die LCagen der Notmalen und daraus den Einfallswinkel, ferner '
die RKriimmungsradien fiir Faupt- und Tebennormalschnitt zu
berechnen, diese Werte in unsere errechneten, vereinfachten Formeln
cinzusetzen und dic sich ergebenden Distanzen der Brennlinien
zeidhnerisch darzustellen und zu betrachten.

Mathematisdie Hbleifungen.

Unser €llipsoid bat die @Gleichung :

2 2 2
L

Um bhinsichtlih des HAxenverbdltnisses cine bestimmte Uor-
stellung zu haben, setzen wir a b > ¢ voraus, ohne jedodh
hierdurch die Hligemeinheit zu becintrdchtigen, da cin Wechsel
in der Bezeichnung jederzeit vorgenommen werden kann.

Um zundchst die @leichungen fiir dic drei Hauptmeridiane
festzustellen, setzen wir der Rcihe mach 2z =0, y=0, x=0
und erhalten fiir die Hauptschnitte die @leichungen:
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(ab) : . _’;—;"'—Ja"—" 1
(ac) .%+%= |
09 !

Naturgemdss stellen diese Gleichungen Ellipsen dar. Zuerst
moge die Lage des leuchtenden Punktes im Mittelpunkt des
Ellipsoids betrachtet werden.

| Die Spiegelung der von diesem Punkte ausgehenden Strahlen
in den Bauptmeridianen (ab) und (ac) soll zunddhst untersucht
werden.

Die Cinge des cinfallenden Strables Xo berechnet sich als
Vx4 ye.

Die allgemeine @leichung fiir den Kriimmungsradius einer
Ellipse lautet: ‘
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d2
o
angewandt auf die Ellipse (ab)
(b*x*+a*yx)™
pr = a4 bL

Schwieriger gestaltet sich die BeStimmung des Kriimmungs-
radius des Nebennormalschnittes.  Errichten wir im Incidenzpunkt
¢ine Normale in der €bene des Hauptnormalschnittes und legen
durchy diese Normale eine Ebene senkrecht zum Hauptnormalschnitt,
so schneider dicser TNebennormalschnitt das  €llipsoid in ciner
Fladhe mit gekriimmter Begrenzung. )

Mathematisch 1asst sich nun durch Rombination der Gleidyungen
des Ellipsoids und der schneidenden €benc nachweisen, dass jede
beliebige Ebenc das dreiaxige Elipsoid in einer €llipse schneidet.

Fiir uns handelt es sich darum, den Rriimmungsradius der
Schnittfigur, deren elliptische @Gestalt wir als erwiesen voraus-
scizen wollen, festzulegen.  Die @Gleichung des Ellipsoids lautete :

X? y? ’

ZS
a;‘+b2+c=l’

die des Bauptmeridians (ab) mit z = 0
X y?
o T o1 oder
b*x*+aty' —ath?=0.
Durch Differentiation folgt aus obiger @leidyung
20exdx-F2aydy =0

dy  —b'x
oder ix — aty
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‘Die @leichung der Normalen wird dann:

a’'y '
Vo—y= ;z‘x.(x’\—x) oder
b'xy —b'xy —a’yx'+a‘txy—o.

Rombinieren wir diese @Gleichung mit der Gleid)ﬁng unserer
€llipse b* X’ 4 a?y® — a’b* =0, so erhalten wir die Koor- -
dinaten des zweiten Schnittpunktes J° der im Incidenzpunkt er-
richteten Normalen mit der €llipse. Geben wir den Roordinaten -
des Einfallpunktes die Indices 1 und denen des zweiten Schnitt-
punktes die Indices 2, so erhalten wir als Grisse der Rauptaxe
der Ellipse des Nebennormalschnittes

1 s V1i—\e
_”‘=3P+’_)T: covsa_ s cos:

mithin die @Grosse der Halbachse

B [l .1
. 2 08 «

Nun bhitten wir noch die Kkleine Halbaxe der Schnittellipse
Zu bestimmen, legen jedoch hierzu zwedimdssig- erst die Koor-
dinaten des Mittelpunktes der grossen Bauptaxe fest als

‘-

a_.

Xs + X
Xs — 2

1+V:
g = S

Denken wir uns nun im Mittelpunkt der Normalen, in N,
cin Lot aut der Hauptnormalebene errichtet, so schneidet dieses
Lot das €Ellipsoid. Da nun dieser Schnittpunkt cin Punkt des
€Ellipsoids ist, so muss er dessen @leichung erfiillen
x" z g2
@ b e ! wobel X x;, y=1y; Zu sctzen ist,
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In dieser @leichung ist z, die' gesuchte Halbaxe b’, die einzige

Unbekannte _
= —Cl// 1 — X -

nachdem wir so die Axen der Glhpse des Tlebennormal-
schnittes festgelegt haben, bestimmt sich der Kriimmungsradius,
da die [ncidenzpunkfe im Bauptmeridian liegen, und der BHaupt-
meridian in unserem TFalle die Uerbindungslinie der Scheitelpunkte

der Ellipsen der Nebennormalschnitte darstellt als :

Cercos a[4 arht — b (% +x,) —a(y,+ )7

Pe = 4. a2 b2 (y1 —yo)

Der Einfallswinkel e berechnet sich' als Differenz ﬁer Winkel

B und «, die wir wiederum durdy die Beziehungen kennen

cosfi = Vxﬂ—l—vﬂ
dy —Db’x
Br=ax = avy

Jetzt wiren samtlihe Werte zur- Berechnung von X; und
Xz festgelegt fiir den Fall, dass der leuchtende Punkt im Mittel-
punkt des Elipsoides liegt. .

Nunmehr moge sich der leuchtende Punkt um m aus dem
Mittelpunkt entfernen.




-
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Dann. berechnet sich die Liange des einfallenden Strables xe
fiir die einzelnen Incidenzpunkte, deren Hbscissen x = — 8 bis
X =0 betragén als: _

Xo =1y + (x+m)’
und der Gmtallswmkel als : '
¢ = LJ —_ 1

In dem ersten Quadranten der Ellipse und zwar fiir die

Incidenzpunkte, deren Hbscissen X = 0 bis x =m sind, ist;
X = Vy+m—x"

. ¢=p+a

und fiir die Incidenzpunkte mit den Hbscissen X =m bis X =a ist:
! Xy = VV“_L (X’i"m)2 1
e = ‘3—05

Dne tbrigen Werte, die zur Beredhmung von X, und x2 ndtig
sind, bleiben dieselben.

Der Fall, dass der leudytende Punkt auf der grossen Rxe
bis zum Scheitelpunkt des Ellipsoids fortschreitet, ist wie der erste
Fall, wo der leuchtende Punkt in den Mittelpunkt des Ellipsoides
fiel, also m=0 wurde, ebenfalls ein Speznaltall des 7alles 2,
¢s wird dann m= a. ’

Die @leichungen fiir xo und ¢ lauten dann, wenn die Inci-

~ denzpunkte im zweiten Quadranten liegen, Xo = 'y’ (x—+a)*

und ¢ =3 —oa, wenn sie im ersten Quadranten liegen,
X = Iy + v
=3 4 a.

@anz analog, wic der Rechnungsgang im Hauptmeridian (ab)
Klargelegt ist, gestaltet sich die Losung im Bauptmeridian (ac).
Huch hier lassen sich die Neumannschen Gleichungen in der ver-
cinfachtén  Form anwenden, und die Bestimmung der bierfiir
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| ‘ ‘ : .
trfordertichen Grossen ist die gleidhe, nur unter Zx_lgrundelegung
der @leichung der Ellipse des Hauptmeridians (ae)
' x . 22 '
'aﬁ \c." = l.

Fuch im Bauptmeridian (bc) gestaltet sich die Bredyung
ganz dhnlidy, wenn sich der  leuchtende Punkt im Thlittelpunkt des
€llipsoids befindet. Wir haben diesen Fall schon bei Umformung
der Neumanschen " @leichungen betradhtet.

Wesentlich umstandlicher wird die Berechnung fiir den Fall, .

dass sich der leuchtenide Punkt m -aus der Mitte entterm hat, denn
dann falit die Einfallsebene weder mit  dem Baupmormalsdmitt
noch mit dem nebennormalsdmm zusammen sondern “das HAzimut
der Einfallsebene gegeniiber der Ebene des Kauptnormalschnittes
nimmt einen Wert zwischen 0° und 90° an. N

er. Kriimmungsradius ~ im  Dbeliebigen Punkt des Bauﬁt-
meridians (b ¢), der zugleich Nebennormalschnitt-ist, errechnet sich als

ey vt ey
pa = . bct ;

€Ebenso finden wir durch Kombination der @leichung. der

Normalen im Incidenzpunkte und der @leichung der Ellipse (bc) -

die Koordinaten von J* und N, folglih auch die Axen der
Ellipse des Hauptnormalschnittes und mithin den Kriimmungsradius
im Scheitelpunkt J

a*cos [ 4b*c—c* (1 + y.)° — b2 (21 +2,)*]
4% ¢ (21 —22)

Die Ldnge des ecinfallenden Strahles
Xo = }/n@]/;;—?z;j

& =
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His neuer TFaktor gegeniiber den friiheren Berechnungen
Kommt jetzt noch die Bestimmung des Azimuts der Einfallsebene
gegen die Ebene des Hauptnormalschnittes hinzu.

Bierzu diene nadystehende perspektivische Zeidmung. .

Unser Hauptmeridian (bc), welcber im vorliegenden Falle
zugleich den Nebennormalschnitt darstellt, ist in- obiger Zeichnung
schwarz markiert, der Hauptnormalschnitt griin und die Einfalls-
" ebene braun. Die @eraden in den cinzelnen E€benen haben wir
mit den betreffenden Farben der Ebenen verzeichnet. Die Normale
weldhe allen drei Ebenen angehdrt, ist schwarz dargestellt.

Denken wir uns in der Uerlingerung der Normalen J'9
stehend” und sehen wir in Richtung der Normalen aut das €Ellip-
s0id, so erscheinen uns der Hauptnormalschnitt, der Nebennormal-
schnitt und die €Einfallsebene als gerade Linien, weldhe sich im
Incidenzpunkte schneiden.
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. Der Winkel, den die Spur der €infallsebene mit der Spur
des Dauptnormalschnittes bildet, ist das Hzimut ¢, dessen Grdsse
wir bestimmen wollen.

Bezeichnen wir den (Winkel der Einfallsebenie und der Ebene
des Nebennormalschnittes mit «, dann ist e = 90°—a,

Zur Bestimmung des Winkels o fallen wir in der Ebene
des Nebennormalschnittes ein Lot aut die Normale, dessen Fuss-
punkt ¥ sein moge. Dieser Punkt T ist als Punkt der Normalen

zugleich e¢in Punkt der €infallsebene. Die Uerbindungslinie von

T und dem leuchtenden Punkt L liegt mithin in der Einfallsebene.
Da nun die Axe des Ellipsoids mit jedem durdy M gehenden
und in der Ebene des Meridians liegenden Strahl cinen rechten
Winkel einschliesst, so ist das Dreieck LM T bei M rechtwinklig.
Schneiden sich zwei Ebenen unter einen X« und errichtet man
aut der Schnittlinie in einem Punkte 2 Lote, weldhe je in einer
der schneidenden €Ebenen liegen, so schliessen diese den 2 « ein,
mithin LLFM =2 a. ,

" In dem rechtwinkligen Dreieck Kennen wir L M = m = Ab-
stand des leuchtenden Punktes vom Mitfelpunkt des Ellipsoids,

.

°/




Die @leichung fiir die Ellipse des Nebennormalschnittes lautet :
V2" =0.
Die @leichung der Normalen:

2

(z' —2) = b v —

¢y
Die @leichung eines Lotes auf die Dormale:
V
(' —2) - e (' —v)

Da dieses Lot durch den Mittelpunkt, in diesem Falle den
Roordinatenanfangspunkt geht, so vercinfacht sich die @leichung in:

oder b'z° e’y = 0. I
Durch Kombination der @leichung der Normalen und der des
Lotes finden wir die Roordinaten von ¥ zu:
_ by
¢ — b’
g = L0
¢ —b ¢
Mithin ergibt sich die Ldnge des Cotes:
FM= ¢z +ys’

cz -+ by’ .
c.__ ‘z C+b

Nunmehr ergibt sich

m m(e—b) 1

g = a oy e dp
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€= 900 —_
m(c —b)
& = arc. cot ===
) VeFr |
Der Einfallswinkel ¢ bestimmt sich aus dem Dreiek JL ¥,
in dem JL =

LT =y Im+5m*
E Vi l
”=l/ ur(c —i—_b_)_(czj);by_)

e—‘——arc\ sin VA

wobei :

A— m’ (c — )4 —I—b“)(cz’—l—by)2
m* (¢’ — 2)"i“(C—-b)(l/y%—Fz
Somit waren auch alle Werte, die der Berechnung der Bild-
distanzen im Hauptmeridian (b ¢) zu Grunde gelegt sind, festgestellt.

Redinevifdie Behandlung des Problems.

Auf @rund der oben abgeleiteten - Formeln wollen wir eine
numerische Beredhnung fiir ein bestimmtes €Ellipsoid vornehmen.

Unser gewdhites Ellipsoids habe die drei Bauptaxen a =
80 mm, b= 40 mm, ¢c= 30 mm. ’

Zur Berechnung der nachstehenden Cabellen wurden folgende,
im vorigen Rapitel abgeleitete Formeln benutzt :

Hauptmeridian (ab).
Die Werte fiir x wurden angenommen.

PN
y= l/; (a*—x%)

1
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Xo =YV +x+m? 1 resp. ="+ (m—=r)° |
_ (*x+at gy
. a4 b4 -
¢ cos & [4 a b* — b* (x, +x2)% —
= T
—a'(y )’
(y —y)’
e=03-+aresp. fp— a.
" _ —Xprcose
2Xptpreose
X3 = —. —__Xo P2
©2¢08¢ Xy + pe

f1

\

hauptmeridian (ac).

PN
7 = ;.(a —Xx?)

=V 22+ &+m® T resp. ¥V 25+ m—x? |

(e*x*+atz’) °n
- atet

1

oy — b’ cos « [42% ¢* — ¢’(x1 4 x2)*
: 43" ¢’ :

—at(z + 290"
(2t — z3)

e=pRfaresp.f —a

X, — —XoPyCOse
YTk fecose
X Xo f2
3=
2005 ¢X, + p2

Bauptmeridian (bc)-
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Die Werte von y wurden angenommen

\Z:l/l"?(b—‘\l)
o=/ MY

a"cos 2[4 b ¢ — ¢ (y, - y2)' b2 (27 + 2,)7]

1=

40" ¢ (21 — 22)
I il e ol B
ve — b4 +

m' @ — )+ =0y e

¥ = P1P2XoCOS€
YTk, (prsinte b gy 0087 ) - o1 2n €08 €,

v e (—b) (¢ +b_ (cz* + by")’
¢=ar sml/ :

p‘ 2 Xo

- "Xo €08 ¢ (25 sin + o1 €05°¢) +- ¢,

e
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Tabelle 1.
Bpitgelung im Bauptmeridian (a §)

&llipsoids.

X v Xo 2 Pq Cos ¢ X, Xg
0,00 | 4,00 | 4,00 | 16,00 [ 2,250 | 1,000 | —2,666 —0,87§|
0,50 | 3,99 | 4,02 | 15,92 1 2,256 | 0,997 | —2,668 | —0,884
1,00 | 3,97 | 4,10 [ 15,72 | 2,260 | 0,986 | —2,691 | —0,917,
2,00 | 3,87 | 4,36 | 14,93 | 2,180 | 0,939 | —2,749 | —0,971
3,00 | 3,71 | 4,77 | 13,60 | 2,201 | 0,886 | —2,672 | —0,981
4,00 | 3,46 | 5,29 | 11,75 | 2,063 | 0,853 | —2,529 | —0,987
[5,0018,121590| 9,521,902 | 0,797 | —2,480 | —1,000)
16,00 1 2,66 [ 6,66 | 7,031 1,897 | 0,793 | —2,171 | —1,015)
7,00 1,94 | 7,26 | 4,52 | 1,488 1 0,843 | —1,612 | —0,789
7,40 | 1,62 | 7,55 | 3,43 | 1,326 | 0,877 | —1,3%4 | -0»63'3|

7,70 11,091 7,781 2,69 11,239 10,937 | —1,180 | —0,613
8,00 10,00 1800 2,00 1,251,000 | —0,894 | —0,525

Teuditende Punkt im Wittelpunkt des

Tabelle .

Bpiegelung im Baupimeridian (a )
Teuditends Punkt im Wittelpunkt Hes

&llipsoids.

Xo z 2! Pa } s ¢ X . Xq

B

3,000 | 3,000 | 21,333 | 5,341 | 1,00000 | —2,348 | —1,413]

0,50 | 3,033 | 2,999 | 21,115 | 5,342 | 0,99367 | —2,358 | —1,425
1,00 | 3,140 | 2,976 | 20,830 | 5,348 | 0,97284 | —2,374 | —1,468

00 | 3,527 | 2,905 | 19,586 | 4,982 | 0,88680 | —2,591 | —1,633|
3,00

14,00 | 4,770 | 2,598 | 14,801 | 4,351 | 0,75050 | —2,568 | —1,796

4,090 | 2,780 | 15,524 | 4,695 | 0,80558 | —2,785 | —l,801|

[5,00 | 5,591 | 2,341 | 11,500 | 3,798 | 0,73924 | —2,450 | —1,757

16,00

6,320 | 1,985 | 7,918 | 3,046 | 0,75462 | —2,127 | —1,796

7,00

7,149 | 1,468 | 4,242 | 2,600 | 0,31866 | —1,395 | —1,411

7,40 | 7,487 | 1,142 | 2,898 | 2,408 | 0,86719 | —1,075 | —1,201

7,60 | 7,743 ] 0,814 | 1,953 | 2,408 | 0,92466 | —0,809 | —1,114

8,00 | 8,000 | 0,000 | 1,125 | 2,000 | 1,00000 | —0,525 :-Ix —0,89

Syeup.



o
Tabelle ill.
Bpiegelung im Bauptmeridian (a 6)
- Teuditende Punbt auf der grofen Hye,
2 m bom Wittelpunkt entfornt.




Tabelle IV. |
Bpiegelung im Baupimeridian (are)
- Teuditende PunBt auf der gvohen Hys
2 om pom Witfelpunkf enffernt.
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| Tabelle V.
Bpiegelung im Bauptmeridian (a b)
Teudjtende Punkt im Bdjeitel des Ellisoids.
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Tabelle VI
Bpiegelung im Baupfmeridian (a )

Teuditende Punkt im Kdyeitel des Ellipsoids.
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Tabelle VI
Zpiegelung im Bauptmeridian (6 ¢)
Teuditende Punkt im Wittelpunkf des
&llipsoids.
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BemerBungen 3u den Tabellen und Tafelu.

In den einzelnen Sd)'eitelpunliten des Elipsoids schneiden
sih je zwei Bauptmeridiane. Die Bilddistanzen X, und X, in
diesen zu cinem Scheitelpunkt gehdrigen Hauptmeridianen miissen
fiir den Scheitelpunkt als lncidgnzpunkt und fiir ein und dieselbe
Lage des leuchtenden Punktes dieselben sein.

‘ ~ Diese- betreffenden Werte sind in  den Cabellen fett
- gedruckt. ‘

Die Werte fiir x, und x, der Cabellen sind in den Cafeln
verzeichmet und die Punkte zu Kurven verbunden worden, iiber
deren Ueriaut wir weiter unten sprechen wollen. Die Zusammen-
stellung der Figuren auf den. Cafeln hat nach den einzelnen
Lagen des leuchtenden Punktes stattgefunden. Tur die Spiegelung
im Bauptmeridian (b ¢) ist besonders auf einer Cafel verzeichnet
und zwar aus folgendem @Grunde. In den Cafeln I—IV Iiegen
die zuriikgeworfenen Stranlen in der Tafelebene.

Die Kurven stellen also die absoluten Werte der Cabellen
" dar. In Cafel V liegen die Bildpunkte jedoch nicht in der Ebene
der Cafel, sodass die verzeidyneten Kurven nur die ‘Projektionen
der Raumkurven darstellen. '

Der bestimmte Uerlaut der Bildkurven, welche wir bei der
Spiegelung im Ellipsoid erhielten, veranlasste uns unsere Unter-
suchungen auch auf das Ellipsoid als Ranvexspiegel auszudehnen.
Zum Uerstindnis der Cafel IV sei kurz erwahnt, dass bei der -
Lage des leuchtenden Punktes ausserbald des Ellipsoids und ein
Ceil des spiegelnden Rorpers getroffen wird, im giinstigsten Falle,
bei der Lage des leuchtenden Punktes in unendlicher Ferne die
Halfte. E€ine Spiegelung im Meridian (b¢) kommt bei endlicher
Lage des leuchtenden Punktes iiberhaupt nicht in Betracht, da die




wenig cinfachen Uerlauf, grdsstenteils von rein imagindrer Be-
deutung, dass wir uns nicht fiir befugt halten, auf Grund der
Ergebnisse der Spiegelung in den Bauptmeridianen allein irgend-
weldie Beziehungen aufzustellen.

€ine Betrachtung der zwischen den Hauptmeridianen liegen-
den Meridiane wiirde uns jedody zu weit fiihren und den
Rahmen dieser vorliegenden Hrbeit diberschreiten. '

Wir Tlegen also unseren nachfolgenden Betrachtungen nur
die Spiegelung innerhalb des Ellipsoids zn Grunde.

Betradifung der Ergebniffe unfever
HUnferfudiung.
~ Patten wir es mit der Spiegelung eines leuchtenden Punktes
in einem ecbenen Spiegel zu tun, so wiirden alle von dem
Iguchtenden Punkte ausgehenden Strahlen derartig zuriidkgeworfen
werden, als ob sie von einem ebensoweit hinter dem Spiegel
liegenden Punkte, von dem virtuellen Bilde, ausgingen. Bei der
Splegelung in sphdrischen Flachen tritt nun, wie frilher gesagt,
cine sphirisdie Aberration auf. Das virtuelle Bild des leuchtenden
Punktes ist kein punktuelles mehr, sondern bildet einen tetra-
edrischen leuchtenden Raum, indem wir zwei Maxima von
Belligkeiten wabrnehmen konnen. Diese Nlaxima haben wir fiir
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ein Wert, der mit dem aus .unserer Rechnung sich ergebenden. -

zusammentdllt. Fus der Cabelle 2 sehen wir weiter, .dass der
Wert von p2 nach dem Zusammenfallen der x> und X, Punkfe

grisser bleibt, folglich werden wir es in dem Punkte, in dem der

HAplanatismus auftritt, wirklich, wie auch die Figur zeigt, mit
cinem Schnitt und nicht mit einer Schmiegung zu tun haben.

Die TFiguren 4 und S5 auf Cafel 11 bilden eine weitere

Bestitigung unserer {berlegung.

Die Differenz der @rossen der Krﬁmmungsradien ist wieder
im Incidenspunkt x = 0 ¢in Maximum. Figur 3 und 4 zeigen
dass auf der Uerlingerung des im Punkte x — 0 reflektierten
Strables die Entfernung der Maxima der Belligkeiten ein Maxi-
mum ist. Die Maxima der einzelnen Kurven x: und x; haben
sich aus der Mitte scitwarts nady dort verschoben, wo der Ein-
fallswinkel und der einfallende Strahl ein Minimum wird. Die
beiden Punkte, in denen Hplanatismus auftritt, geniigen den Be-
dingungsgleidhungen indem: :

¢ [ I
08 €= o

im cinen Punkte

3,918
l/s.su = 10,6781
im anderen Punkte

3,123

(Werte ergibt, die mit unserer Rechnung dibereinstimmen.

Uersuchen wir die Richtigkeit .unserer Bebauptuhg auch fiir
den Fall zu priifen, wo der leuchtende Punkt im Scheitelpunkt
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des Ellipsoides liegt, so kommt bhier die friiher gemachte E€in-
schrinkung des ,.relativen Maximums’ in Betracht.

In dem Punkte, wo nimlich Xo und ¢ ein Minimum werden,
fallen x; und xz mit dem Incidenzpunkte zusammen, sodass wir
absolut genommen in diesem Punkte von Keinem Maximum
sprechen konnen.  Hber gerade der herztSrmige Uerlauf der Rurven
deutet daraut hin, dass in dem Punkte, wo Xo und € gleich o
wird, in unserem Falle im Scheitelpunkt ein relatives Maximum
auftritt, das allerdings bier unendlich Kklein wird.

Die Behauptung, dass das IMaximum der Entfernung wieder
aut dem von dem Punkte reflektierten Strable liegt, in welchem
die Differenz von px und pz ein Maximum wird, finden wir
durch die Figur 6 auf Cafel Tl obne weiteres bestitigt. Dass
Figur 5 die aufgestelite Bedingung nicht erfiillt, legt an der
dem Bauptmeridian (ab) fiir diese Lichtstellung speziell eigen-
timlichen Bedingungen, wonach der Uerlauf der Kurven dadurch
verandert wird, dass HAplanatismus auftritt.

Die Notwendigkeit des Huftretens des Hplanatismus finden
wir wieder durch die Erfilllung der Bedingungsgleichung bestatigt:

E—'= / 1,955 ‘
oS ¢ = P l/”'”“=o.4|?.

audy dieser Wert entspricht unserer Rechnung.

Die Figuren 7 und 8 auf Cafel V  Dbestitigen unsere An-
nabmen ohne weiteres, fiir den Uerlaut der Kurven der Figur 9
ist wieder das Huftreten des HAplanatismus Husschlag gebend.

OF THZ '
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Zum Schluss michte ich nicht vertehlen, Ferrn Prof. Dr.

phil. et. med. L. Matthiessen fiir die gitige HAnregung zur
vorliegenden Frbeit und Herrn Prof. Dr. Wadysmuth tiir die
liebenswiirdige Unterstiitzung und die {Ibernahme des Referats

meinen ergebensten Dank auszudriicken. o
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